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°
@ Les structures mathématiques derriére ces théories.
@ La brisure spontanée de symétrie.

°

Généralisations mathématiques (plus ou moins) récentes.

Prérequis:
@ Un peu de culture en physique : équations de Maxwell.
@ Un peu de calcul différentiel : la dérivée du produit de deux fonctions...

@ Quelques notions mathématiques de base : nombres complexes, matrices...

/\ On n'abordera pas la quantification des théories de jauge.
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Les origines

Contexte scientifique des années 1920-1930:
@ Théorie d’Einstein de la gravitation (relativité générale) (1915).
@ Théorie de I'électromagnétisme de Maxwell (1864).

@ Mécanique quantique (1926).
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La naissance des théories de jauge

Les origines

Contexte scientifique des années 1920-1930:
@ Théorie d’Einstein de la gravitation (relativité générale) (1915).
@ Théorie de I'électromagnétisme de Maxwell (1864).

@ Mécanique quantique (1926).

Point commun a ces théories :
Elles admettent des symétries locales.

Symeétrie locale : dépend des points de l'espace-temps.

Symétrie globale : ne dépend pas des points de l'espace-temps.
Ex. : symétrie miroir, symétrie d’'un cristal, symétrie matiére-antimatiére...
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La relativité générale

Principe de la relativité restreinte : les lois de la physique sont invariantes sous les
transformations de Lorentz des coordonnées.
=> Transformations globales.
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La relativité générale

Principe de la relativité restreinte : les lois de la physique sont invariantes sous les
transformations de Lorentz des coordonnées.
=> Transformations globales.

Principe de la relativité générale : les lois de la physique sont invariantes sous toutes les
transformations des coordonnées.
=>» Transformations locales.
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La théorie électromagnétique de Maxwell

Equations originales

- OB -
divB=0 2 L TotE=0
ot
. . 10E -
€0 C t

p = densité de charges,
j= densité de courant de charges,
d|v1 4% 8’) =0 conservation de la charge.

E = champ électrique,
B= hamp magnétique,
c \/uTe = vitesse de la lumiére,
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La théorie électromagnétique de Maxwell

Equations originales Ecriture relativiste
- OB .
divB=0 a+rOtE:0 afF/u/‘i’a,quf‘i’ang#:O
- p —= 10E = _
divE=— rotB— —— = FAY — |, i
€0 2o M Oy Hhof

5} 10
b (et 9,=2 _(12 =
X (C ,x,y,z), i Oxh (Cat,gr )
0 —E/c —E/c —E/c
e/ o B, -B | -
Fuu* Ey/C —B, 0 B, = Fv,uv J *(CPJ)

E/c B, —B, 0
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La théorie électromagnétique de Maxwell
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Equations originales Ecriture relativiste

- OB -
divB=0 E+RE:0 afF,u.V‘i’aprf‘i’ang#:O

0 = p — = 1 aE - .
divE=— rotB—— = FAY — |, i

€0 2 ot HoJ 8V HoJ

. s

B=rotA E=— o —gradv

Propriétés des gﬁd, rot et div => A et V existent localement.

A = potentiel vecteur associé a B,
V = potentiel électrique associé a E.
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Equations originales Ecriture relativiste

- OB -
divB=0 - +iotf=0 BeFp +OuFue +0,Fe, =0
= P = ] OF P .
dIVE—; rotB—Cf2 7 = o) O, F*Y = pgit
S o . OA

B=rotA E:—E—ﬁdv Fuv =0uA, —0,A,

Au=(=V/c,A)

O¢Fuy + 0 Fue + 0y Fe ), =0=> A, existe localement.
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La théorie électromagnétique de Maxwell

Thierry Masson, CPT-Luminy

Equations originales Ecriture relativiste
divE=0 %Ho_%é’:o BeFp +OFue +0,Fe, =0
divf_g ro_%é'—clzaf:uof Ay F™ = pigjt*
B=rotA E:—%f—ﬁdv Fuv =0uA, —0,A,

E et B ne changent pas par:
A—A+ g—hidx
0
VsV a%(

X est une fonction réelle sur l'espace-temps
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La théorie électromagnétique de Maxwell
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Equations originales Ecriture relativiste
- OB -
divB=0 - +iotf=0 BeFp +OuFue +0,Fe, =0
= P = ] OF P .
dVE—* rotB— — = Hy m
| €o C2 t Iuo.l 81/F /~‘LO_’
S o . OA
B=rotA E:—E—ﬁdv Fuv =0uA, —0,A,
E et B ne changent pas par: F,. ne change pas par :
KHK—FgTZIdX
9 AL —=AL+0ux
ViV — a%( T

X est une fonction réelle sur l'espace-temps
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Equations originales Ecriture relativiste
- OB -
divB=0 - +iotf=0 BeFp +OuFue +0,Fe, =0
= P = ] OF P .
divE=— rotB— —=— = N a
| €o C2 t /-LOJ al/F /~‘LO_’
S o . OA
B=rotA E:—E—ﬁdv Fuv =0uA, —0,A,
E et B ne changent pas par: F,. ne change pas par :
KHK—FgTZIdX
b A=A, +0,x
ViV a%( S

X est une fonction réelle sur l'espace-temps

Clest une symétrie locale due i la paramétrisation en A, = (—V/c,A)
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La théorie électromagnétique de Maxwell

Equations originales Ecriture relativiste
- OB .
divB=0 5 TTOtE=0 [8§F#y+6#Fyg +8VF@L:0]
= P = ] OF P .
divE=— rotB— —=— = N a
! €o C2 at HoJ 81/F o)
S o . OA
B=rotA E:—E—ﬁdv Fuv =0uA, —0,A,
E et B ne changent pas par: F,. ne change pas par :
KHK—FgTZIdx
b A=A, +0,x
Vi v ait( pr Ap T Oy

X est une fonction réelle sur l'espace-temps
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La théorie électromagnétique de Maxwell

Equations originales Ecriture relativiste
- OB .
divB=0 5 TTOtE=0 [6‘§FW+6“F% +8VF§IL:0]
= P = ] OF P .
divE=— rotB— —=— = N a
! €o C2 6t HoJ 81/F o)
S o . OA
B =rotA E:—E—ﬁdv (Fuv=0,A,—0,A,)
E et B ne changent pas par: F,. ne change pas par :
KHK—FgTZIdx
b A=A, +0,x
Vi v ait( pr Ap T Oy

X est une fonction réelle sur l'espace-temps

Clest une symétrie locale due i la paramétrisation en A, = (—V/c,A)
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La théorie électromagnétique de Maxwell

Equations originales Ecriture relativiste
- OB .
divB=0 5 TTOtE=0 [6‘5FM1,+6“FD5 +8VF§IL:0]
= P = ] OF P .
divE=— rotB— —=— = N a
! €o C2 6t HoJ 81/F o)
S o . OA
B =rotA E:—E—ﬁdv (Fuv=0,A,—0,A,)
E et B ne changent pas par: F.. ne chaﬂge pas par :
KHK—FgTZIdx
b A=A, +0,x
Vs V_a%( (AuAut0x ]

X est une fonction réelle sur l'espace-temps

Clest une symétrie locale due i la paramétrisation en A, = (—V/c,A)
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La théorie électromagnétique de Maxwell

Equations originales Ecriture relativiste
- OB .
divB=0 5 TTOtE=0 [6‘§FW+6“F% +8VF§IL:0]
= P = ] OF P .
divE=— rotB— —=— = N a
! €o C2 6t HoJ 81/F o)
S o . OA
B =rotA E:—E—ﬁdv (Fuv=0,A,—0,A,)
E et B ne changent pas par: F.. ne chaﬂge pas par :
KHK—FgTZIdx
b A=A, +0,x
Vs V_a%( (AuAut0x ]

X est une fonction réelle sur l'espace-temps
Clest une symétrie locale due a la paramétrisationen A, =(—V/c,A
7 )

A-t-on besoin de considérer A, comme un objet fondamental ?
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La mécanique quantique
L'équation de Schrodinger dans un potentiel V :
ov 1 -
ih—— = —(—ihV )’V + V¥
2m

ot
V= gﬁd, WV a valeurs dans C.

Thierry Masson, CPT-Luminy
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La mécanique quantique

L'équation de Schrodinger dans un potentiel V :

v -
iha— = —(—ihkV)’ ¥+ V¥
2m

ot
V= gﬁd, WV a valeurs dans C.

WV solution
=> ¢/ W solution pour 6 constant.
=> Symétrie globale.

Thierry Masson, CPT-Luminy
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La mécanique quantique

L'équation de Schrodinger dans un potentiel V :

v -
iha— = —(—ihkV)’ ¥+ V¥
2m

ot
V= gﬁd, WV a valeurs dans C.

WV solution
=> ¢/ W solution pour 6 constant.
=> Symétrie globale.

Léquation de Schrédinger dans un potentiel électromagnétique (V,X) et chargee:
8\U 1 = - 2
inSs =~ (<ihV +eA) Wevw
ot 2m
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La mécanique quantique

L'équation de Schrodinger dans un potentiel V :

v -
,hg— = —(—ihkV)’ ¥+ V¥
2m

ot
= gﬁd, WV 3 valeurs dans C.

WV solution
=> ¢/ W solution pour 6 constant.
=> Symétrie globale.

Léquation de Schrédinger dans un potentiel électromagnétique (V,X) et chargee:
8\U 1 = - 2
inSs =~ (<ihV +eA) Wevw
ot 2m

W solution pour (V,A), x fonction réelle.
=> ¢~ # X solution pour (V— 2 A+ﬁdx> => [ et B inchangés.

at
=> Symétrie locale.
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La mécanique quantique

L'équation de Schrodinger dans un potentiel V :

oV 1 ~
= (V)4 V
ihs = 5 (<ihV YW+ v

= gﬁd, WV 3 valeurs dans C.

WV solution
=> ¢/ W solution pour 6 constant.
=> Symétrie globale.

Léquation de Schrédinger dans un potentiel électromagnétique (V,X) et chargee:
(9\U 1 = — 2
inSs =~ (<ihV +eA) Wevw
ot 2m
W solution pour (V,A), x fonction réelle.
=> ¢~ # X solution pour (V— W,A+gjdx> => [ et B inchangés.
=> Symétrie locale.

/\ Cette symétrie affecte W et (V,A).
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La mécanique quantique

L'équation de Schrodinger dans un potentiel V :

v -
,hg— = —(—ihkV)’ ¥+ V¥
2m

ot
= gﬁd, WV 3 valeurs dans C.

WV solution
=> ¢/ W solution pour 6 constant.
=> Symétrie globale.

Léquation de Schrédinger dans un potentiel électromagnétique (V,X) et chargee:

OV 1 . N2
:hﬁ_%(—:wﬂ/\) VeV

W solution pour (V,A), x fonction réelle.
=> ¢~ 7 XV solution pour (V— W,A+gjdx> => [ et B inchangés.
=> Symétrie locale.

/\ Cette symétrie affecte W et (V,A).
(V,A) plus fondamental que (E,B) en MQ.
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Des balbutiements aux concepts modernes

Thierry Masson, CPT-Luminy

@ Weyl 1918 : géométrie conforme.
Extension de la relativité générale.
La métrique g,,,, est définie a un facteur multiplicatif pres.
=>» Champ A, requis pour que la théorie reste invariante.
Le choix d'une métrique correspond a un “choix de jauge” (calibration).
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@ Weyl 1918 : géométrie conforme.
Extension de la relativité générale.
La métrique g,,,, est définie a un facteur multiplicatif pres.
=>» Champ A, requis pour que la théorie reste invariante.
Le choix d'une métrique correspond a un “choix de jauge” (calibration).

@ Contre argument d’Einstein.

Le comportement des horloges dépend du chemin choisi dans cette théorie.
=> Ce n'est pas la bonne approche.



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy
La naissance des théories de jauge

Des balbutiements aux concepts modernes

@ Weyl 1918 : géométrie conforme.
Extension de la relativité générale.
La métrique g,,,, est définie a un facteur multiplicatif pres.
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Des balbutiements aux concepts modernes

@ Weyl 1918 : géométrie conforme.
Extension de la relativité générale.
La métrique g,,,, est définie a un facteur multiplicatif pres.
=>» Champ A, requis pour que la théorie reste invariante.
Le choix d'une métrique correspond a un “choix de jauge” (calibration).
@ Contre argument d’Einstein.
Le comportement des horloges dépend du chemin choisi dans cette théorie.
=> Ce n'est pas la bonne approche.
@ Fock 1926 et London 1927 : la fonction d’onde.
La transformation W — e~ 7 XW est accompagnée de A=A +0ux.

Schéma:

@ W nest définie qu’a une phase (constante) prés.
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Des balbutiements aux concepts modernes

@ Weyl 1918 : géométrie conforme.
Extension de la relativité générale.
La métrique g,,,, est définie a un facteur multiplicatif pres.
=>» Champ A, requis pour que la théorie reste invariante.
Le choix d'une métrique correspond a un “choix de jauge” (calibration).
@ Contre argument d’Einstein.
Le comportement des horloges dépend du chemin choisi dans cette théorie.
=> Ce n'est pas la bonne approche.
@ Fock 1926 et London 1927 : la fonction d’onde.
La transformation W — e~ 7 XW est accompagnée de A=A, +0ux.

Schéma:
@ W nest définie qu’a une phase (constante) prés.

@ Un changement de phase locale sur W ne laisse pas les équations invariantes.
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Des balbutiements aux concepts modernes

@ Weyl 1918 : géométrie conforme.
Extension de la relativité générale.
La métrique g,,,, est définie a un facteur multiplicatif pres.
=>» Champ A, requis pour que la théorie reste invariante.
Le choix d'une métrique correspond a un “choix de jauge” (calibration).
@ Contre argument d’Einstein.
Le comportement des horloges dépend du chemin choisi dans cette théorie.
=> Ce n'est pas la bonne approche.

@ Fock 1926 et London 1927 : la fonction d’onde.
La transformation W — e~ 7 XW est accompagnée de A=A, +0ux.

Schéma:
@ W nest définie qu’a une phase (constante) prés.
@ Un changement de phase locale sur W ne laisse pas les équations invariantes.

@ Lavariation de jauge du champ électromagnétique A, rétablit l'invariance.
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Les principes des théories de jauge

e Les principes des théories de jauge
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0
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Théorie des champs classiques relativistes
h=1etc=1.

Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = O, F* =0

ici j =0
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0)"0"p—m¢*¢) => (0", +m?)p=0
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0) 0" p—m @) => (0"0,+m*)p=0

¢* est le complexe conjugué de ¢
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0) 0" MRS ¢) => (0"0,+m*)p=0

m est la masse, remarquer le signe —
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0)"0"p—m¢*¢) => (0", +m?)p=0

Champs spinoriel de Dirac : Champ 1 a 4 composantes complexes
Loirac = Y(iv*0,, +m)tp = (V"0 +m)p=0
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0)"0"p—m¢*¢) => (0", +m?)p=0

Champs spinoriel de Dirac : Champ 1 a 4 composantes complexes
Loirac = (0, +m)yp = (V"0 +m)p=0

Matrices de Dirac reliées a la métrique de l'espace-temps
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0)"0"p—m¢*¢) => (0", +m?)p=0

Champs spinoriel de Dirac : Champ 1 a 4 composantes complexes
Loirac =(i"0,, +m)yp = (V"0 +m)p=0

P=9*°
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0)"0"$—m’p*¢) => (9"0,+m?)p=0

Champs spinoriel de Dirac : Champ 1 a 4 composantes complexes

Lopirac =Y(iv* 0y +m)p = (V"0 +m)p=0

Transformation ¢ — €'*X¢ avec x constante : 9, (X $) =e€*X(0,,¢).
=> 0,,¢ se transforme comme ¢.
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = D, F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0)"0"$—m’p*¢) => (9"0,+m?)p=0

Champs spinoriel de Dirac : Champ 1 a 4 composantes complexes

Lopirac =Y(iv* 0y +m)p = (V"0 +m)p=0

Transformation ¢ — €'*X¢ avec x constante : 9, (X $) =e€*X(0,,¢).
=> 0,,¢ se transforme comme ¢.

Lc (et Lpirac) sont invariants (grace a la conjugaison complexe).
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0)"0"$—m’p*¢) => (9"0,+m?)p=0

Champs spinoriel de Dirac : Champ 1 a 4 composantes complexes

Lopirac =Y(iv* 0y +m)p = (V"0 +m)p=0

Transformation ¢ — €'*X¢ avec x constante : 9, (X $) =e€*X(0,,¢).
=> 0,,¢ se transforme comme ¢.

Lc (et Lpirac) sont invariants (grace a la conjugaison complexe).

=> Symétrie globale.
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Théorie des champs classiques relativistes

h=1etc=1.
Champ électromagnétique : Tenseur de Faraday F,,, =0,A, —0,A,
Lem=—1F,F" =1 -B) = Oy F" =0

Champ de Klein-Gordon : Champ ¢ a valeurs complexes

Lio=1((0,0)"0"p—m¢*¢) => (0", +m?)p=0

Champs spinoriel de Dirac : Champ 1 a 4 composantes complexes
Loirac = Y(iv*0,, +m)tp = (V"0 +m)p=0

Transformation ¢ +— e“X¢ avec x constante : 9, (X ¢)) =€*X(9),¢).
=> 0,,¢ se transforme comme ¢.

Lc (et Lpirac) sont invariants (grace a la conjugaison complexe).
=> Symétrie globale.

Peut-on promouvoir cette symétrie globale en une symétrie locale ?
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 3, (e°X1)) = eX(9),,1)) + (ied,, x ) (e°X1)).
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-

X non constant =» 9, (eX1)) = eiex(auw) + (ie@ux)(eiexzp).

Laisse le lagrangien invariant

Thierry Masson, CPT-Luminy
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-

X non constant =» J,,(e*Xv)) = &X(0,,1)) +_

f
Ne laisse pas e lagrangien invariant
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 9, (eX1)) = e‘ex(au@[}) + (ie@ux)(eiexzp).

Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 8H(eiex¢) = eiex(au@[;) + (ieauX)(eiexiﬁ)-
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.

(O —ieAL )



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy
Les principes des théories de jauge

L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 8H(eiex¢) = eiex(au@[;) + (ieauX)(eiexiﬁ)-
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.

(O —ieA, ) (0, — ie(Auk 0X)) (EXH)

Transformationde A,  Transformation de 1)
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O —ieAu)Y (0, —ie(Ay, + 8HX))(eiEX¢)
=X (0,u1) + (iedu x) (€X) — e (ieA ) — (ied x) (€°X)
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 8H(eiex¢) = eiex(aug[;) + (ieauX)(eiexiﬁ)-
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.

(O —ieA )1 (0, —ie(Au+0ux)) (€4))

=eX(9u v+ (iedux)(e°Y) eiex(ieAuiﬁl - (ieaux)(eie"w)|
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O —ieAu)Y (0, —ie(Ay, + 8HX))(eiEX¢)
=X (0,u1) + (iedu x) (€X) — e (ieA ) — (ied x) (€°X)
=X (0, —ieA, )Y
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» Bu(eiex@[}) = eiex(au@[;) + (ieauX)(eiexiﬁ)-
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O —ieAu)Y (0, —ie(Ay, + 3ux))(eiex¢)
=X (0,u1) + (iedu x) (€X) — e (ieA ) — (ied x) (€°X)
=eX(0,, —ieA, )Y

La phase eX a “traversé” (0, —ieA,,)
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O — ieAL ) () —ie(Ay +0.ux) ) (€X9)
=eX(0,1) + (iedux) (€)) — X (ieA ) — (iedyux) (€X 1)
=X (0, —ieA, )Y
=> (0,, —ieA )1 se transforme comme ).
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O — ieAL ) () —ie(Ay +0.ux) ) (€X9)
=eX(0,1) + (iedux) (€)) — X (ieA ) — (iedyux) (€X 1)
=X (0, —ieA, )Y
=> (0,, —ieA )1 se transforme comme ).

Substitution 0,1+ (0, —ieA,, )1 dans Lpjrac
Loirac = E(”V“aﬁt + e’Y”A;L + m)i/)
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O — ieAL ) () —ie(Ay +0.ux) ) (€X9)
=eX(0,1) + (iedux) (€)) — X (ieA ) — (iedyux) (€X 1)
=X (0, —ieA, )Y
=> (0,, —ieA )1 se transforme comme ).

Substitution 0,1+ (0, —ieA,, )1 dans Lpjrac
»CDirac - J("Y“au + e’Y’LAu + m)i/)

“Couplage minimal” entre v et le champ A,
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O — ieAL ) () —ie(Ay +0.ux) ) (€X9)
=eX(0,1) + (iedux) (€)) — X (ieA ) — (iedyux) (€X 1)
=X (0, —ieA, )Y
=> (0,, —ieA )1 se transforme comme ).

Substitution 0,1 +— (0, —ieA,, )1 dans Lpinc + ajout de Lew
LDirachEM :E(Wuaﬂ + e'YHAlL + m)¢_ %FMVFuV

Dynamique de Maxwell pour le nouveau champ A,
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O —ieAu)Y (0, —ie(Ay, + 8HX))(eieX¢)

=X (0,u1) + (iedu x) (€X) — e (ieA ) — (ied x) (€°X)

=X (0, —ieA, )Y
=> (0,, —ieA )1 se transforme comme ).
Substitution 0,1 +— (0, —ieA,, )1 dans Lpinc + ajout de Lew

CDirachEM :E(W“au +e’7”A# +m)¢_%’:uu’:“y
Contenu de ce lagrangien :
@ particule (de Dirac) chargée dans un potentiel électromagnétique A,,,

@ équation de Maxwell pour la densité de courant j** = ety ).
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O —ieAu)Y (0, —ie(Ay, + 8HX))(eieX¢)

=X (0,u1) + (iedu x) (€X) — e (ieA ) — (ied x) (€°X)

=X (0, —ieA, )Y
=> (0,, —ieA )1 se transforme comme ).
Substitution 0,1 +— (0, —ieA,, )1 dans Lpinc + ajout de Lew

CDirachEM :a(h’“aﬂ +37”A# +m)¢_%’:uu’:uy
Contenu de ce lagrangien :
@ particule (de Dirac) chargée dans un potentiel électromagnétique A,,,

@ équation de Maxwell pour la densité de courant j** = ety ).

=—> théorie de jauge sur le groupe U(1) ot U(1)={z€C / |z] =1} =>» z=¢'X.
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L'électrodynamique
On part de Lpjrac-
X non constant =» 0,,(e“Xt)) = e“X(0,,1)) + (ied,, x ) (e“X V).
Nouveau champ vectoriel (réel) A,, qui se transforme comme A, — A, + 9, X.
(O —ieAu)Y (0, —ie(Ay, + 8HX))(eieX¢)
=X (0,u1) + (iedu x) (€X) — e (ieA ) — (ied x) (€°X)
=X (0, —ieA, )Y
=> (0,, —ieA )1 se transforme comme ).
Substitution 0,1 +— (0, —ieA,, )1 dans Lpinc + ajout de Lew
CDirachEM :E(W“au +e’7”A# +m)¢_%’:uu’:“y
Contenu de ce lagrangien :
@ particule (de Dirac) chargée dans un potentiel électromagnétique A,,,
@ équation de Maxwell pour la densité de courant j** = ety ).
=—> théorie de jauge sur le groupe U(1) ot U(1)={z€C / |z] =1} =>» z=¢'X.

/\ Léquation O¢F ., + 0, F,¢ + O, Fe,, = 0 ne dérive pas du lagrangien'!
q (3 uFve 37 P grang
Conséquence de F,, =0 AL — O A,.
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.

Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :
SU(2) = matrices complexes U=

(7%) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.
o=(4)eC > us=(c})

(‘151) _ <ﬂ¢1+b¢z>
b2 ) \chrtdg, )°
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :
SU(2) = matrices complexes U=

(7%) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.
o=(4)eC > us=(c})

(‘151) _ <ﬂ¢1+b¢z>
b2 ) \chrtdg, )°

(0u9) 0" p—m*¢To
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :

SU(2) = matrices complexes U= (
b
d

B (g;) eC = Up=("

b) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.
(‘151) — <ﬂ¢1+b¢z>
¢2 )~ \coritdo, J°

(0.0) 0" ¢ —mgle

¢T:(¢T’¢;‘) = ¢T¢:¢T¢1+¢;¢2
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.
Exemple :
SU(2) = matrices complexes U= (2 5) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.

s=(8)ec > wo=(25)(2)=(51%)
(0,0)10" ¢ —m*¢' ¢ (9,Ug) 0" (Ugp) — m? (Ug) T (Ugp)
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :
SU(2) = matrices complexes U b) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.

=(¢
p=(2)ec = up=() (%)= ().
(0,:9)10"¢—m*¢" ¢ = (9,U9)T 0" (Ug) — m* (Ug) " (Ug)
= (0, o) UtUd ¢ —mioTuTUg (U est constant)
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :
SU(2) = matrices complexes U b) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.

= (¢
p=(2)ec = up=() (%)= ().
(0u8)1 0" —m* 6l ¢ (9,U¢) 10" (Ug) —m’ (Ug) T (Ug)
= (0, $)UtUOH ¢ — m* ¢ UIUY (U est constant)
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La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :
SU(2) = matrices complexes U=

(%)
s=(8)ec = us=(c4)(%)=(hti2)
(0,0)10" ¢ —m*¢' ¢ (9,Ug) 0" (Ugp) — m? (Ug) T (Ugp)
8#(,25)TUJr Udtp—m*otutueg (U est constant)
up)orp—m¢le
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Les principes des théories de jauge

La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :
SU(2) = matrices complexes U= (2 5) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.

o= (2)ec > uo=(e) (%)= ().
(0,0)10" ¢ —m*¢' ¢ (9,Ug) 0" (Ugp) — m? (Ug) T (Ugp)
=( ,L(b)TUT Udtp—m*otutueg (U est constant)
=(0.0) 0 p—m’¢l¢

- L= % ((8#(;5)@’%) — m2¢T¢) est invariant par cette symétrie globale.
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Les principes des théories de jauge

La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :

SU(2) = matrices complexes U= (
b
d

B (g;) eC = Up=("

b) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.
@1\ _ [ apitbey
¢z> - <C¢1::‘_d¢2>'
(0,0)10" ¢ —m*¢' ¢ (9,Ug) 0" (Ugp) — m? (Ug) T (Ugp)
= (3ﬂ¢)TUT Udtp—m*otutueg (U est constant)
=(0u9)' 0" —m’¢1¢
= Lic=1((8,0)10"¢—m>pT¢) est invariant par cette symétrie globale.

Comment promouvoir cette symétrie globale en une symétrie locale ?
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Les principes des théories de jauge

La théorie de Yang-Mills

Yang et Mills, 1954 : ils proposent une théorie de jauge avec le groupe SU(2).
Contexte : succes de QED, théorie de I'isospin pour l'interaction forte.
Rappel sur les groupes : multiplication, élément neutre et inverse.

Les éléments d’un groupe G agissent sur les champs de matiere : ¢ — U¢.
=> ¢ a valeurs dans un autre espace que C.

Exemple :

SU(2) = matrices complexes U= (
b
d

B (g;) eC = Up=("

b) telles que UTU=UUT =1 et detU=1.
@1\ _ [ apitbey
¢z> - <C¢1::‘_d¢2>'
(0,0)10" ¢ —m*¢' ¢ (9,Ug) 0" (Ugp) — m? (Ug) T (Ugp)
= (3ﬂ¢)TUT Udtp—m*otutueg (U est constant)
=(0u9)' 0" —m’¢1¢
= Lic=1((8,0)10"¢—m>pT¢) est invariant par cette symétrie globale.

Comment promouvoir cette symétrie globale en une symétrie locale ?
=> Nouveau champ vectoriel A, a valeurs dans l'algébre de Lie du groupe.
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Groupe de Lie G =» son algebre de Lie g.
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Groupe de Lie G =» son algebre de Lie g.

@ gest 'ensemble des générateurs infinitésimaux du groupe.

@ Espace vectoriel =» base {T,},a=1,...,n=» X=XT, € g.
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Intermeéde : algebres de Lie

Groupe de Lie G =» son algebre de Lie g.

@ gest 'ensemble des générateurs infinitésimaux du groupe.

@ Espace vectoriel =» base {T,},a=1,...,n=» X=XT, € g.

@ Crochet de Lie: [X,Y] = —[Y,X] et identité de Jacobi.
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Intermeéde : algebres de Lie

Groupe de Lie G =» son algebre de Lie g.
@ gest 'ensemble des générateurs infinitésimaux du groupe.
@ Espace vectoriel =» base {T,},a=1,...,n=» X=XT, € g.
@ Crochet de Lie: [X,Y] = —[Y,X] et identité de Jacobi.
@ G agit sur les champs : ¢ +— U¢p =» g agit de fagon infinitésimale : ¢ — Xo.
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Intermeéde : algebres de Lie

Groupe de Lie G =» son algebre de Lie g.
@ g est 'ensemble des générateurs infinitésimaux du groupe.
@ Espace vectoriel =» base {T,},a=1,...,n=» X=XT, € g.
@ Crochet de Lie: [X,Y] = —[Y,X] et identité de Jacobi.
@ G agit sur les champs : ¢ +— U¢p =» g agit de fagon infinitésimale : ¢ — Xo.
@ G agit sur g par l'adjoint : X — UXU ™.
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Intermeéde : algebres de Lie

Groupe de Lie G =» son algebre de Lie g.
@ g est 'ensemble des générateurs infinitésimaux du groupe.
@ Espace vectoriel =» base {T,},a=1,...,n=» X=XT, € g.
Crochet de Lie: [X,Y] = —[Y,X] et identité de Jacobi.
G agit sur les champs : ¢ — U¢ =>» g agit de facon infinitésimale : ¢ — X¢.

G agit sur g par l'adjoint : X — UXU ™.

U fonction a valeurs dans G =» (9,,U)U~" = —U(9,,U~") fonction a valeurs dans g.
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Intermeéde : algebres de Lie

Groupe de Lie G =» son algebre de Lie g.
@ g est 'ensemble des générateurs infinitésimaux du groupe.
@ Espace vectoriel =» base {T,},a=1,...,n=» X=XT, € g.
@ Crochet de Lie: [X,Y] = —[Y,X] et identité de Jacobi.
@ G agit sur les champs : ¢ +— U¢p =» g agit de fagon infinitésimale : ¢ — Xo.
@ G agit sur g par l'adjoint : X — UXU ™.

@ U fonction & valeurs dans G =» (9,U)U~" = —U(9,U") fonction a valeurs dans g.

Exemple de U(1) : algébre de Lie u(1) =R, crochet nul.
=> groupe abélien et algébre de Lie abélienne.
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Intermeéde : algebres de Lie

Groupe de Lie G =» son algebre de Lie g.
@ g est 'ensemble des générateurs infinitésimaux du groupe.
@ Espace vectoriel =» base {T,},a=1,...,n=» X=XT, € g.
@ Crochet de Lie: [X,Y] = —[Y,X] et identité de Jacobi.
@ G agit sur les champs : ¢ +— U¢p =» g agit de fagon infinitésimale : ¢ — Xo.
@ G agit sur g par l'adjoint : X — UXU ™.
@ U fonction & valeurs dans G =» (9,U)U~" = —U(9,U") fonction a valeurs dans g.

Exemple de U(1) : algébre de Lie u(1) =R, crochet nul.
=> groupe abélien et algébre de Lie abélienne.

Exemple de SU(2) : algébre de Lie su(2),
espace des matrices complexes X = (‘g Z) telles que XT =X et trX=a+d=0.
Crochet de Lie : commutateur des matrices, [X, Y] = XY — YX.
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.

9 (Ug) = (8,U)¢+U(8,.9)
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.

9, (Ug) =(0pU)e + U(5,.9)

Ce terme n'a pas un sens évident
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.

0 (Ug) = (9,V)¢+ U(0,¢) =(BuU)U = (U¢) + U(0,9)

Cette quantité est dans l'algebre de Lie
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0,u(Ug) = (0,U)¢+U(0,,0) = (0,U)U™ ' (Ug) +U(0,u0)
- L= ((61@)78“(;57 m? ¢! cZ)) non invariant par ¢+ Ug.
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0,u(Ug) = (0,U)¢+U(0,,0) = (0,U)U™ ' (Ug) +U(0,u0)
- L= ((61@)78“(;57 m? ¢! cZ)) non invariant par ¢+ Ug.

Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0 (Ug) = (9,V)p+ U(0,8) = (8, U)U™ ' (Ug) + U(09)
= Lic=1((0,9)10"¢—m>$!¢) non invariant par ¢+ Ug.
Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.

On suppose qu'il se transforme comme :
Ay~ UALUT +LU(9,U7T)
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal
Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0 (Ug) = (9,V)p+ U(0,8) = (8, U)U™ ' (Ug) + U(09)
= Lic=1((0,9)10"¢—m>$!¢) non invariant par ¢+ Ug.

Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
=T =1
A= UALUT 420(0,U7T)

Cas U(1) avec U=€®X : on retrouve A, — A, + 9, X
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal
Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0 (Ug) = (9,V)p+ U(0,8) = (8, U)U™ ' (Ug) + U(09)
= Lic=1((0,9)10"¢—m>$!¢) non invariant par ¢+ Ug.

Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
-1 i -1
Ap—UALUT 4+ 1U(0,U7)

(O —ieA,)d
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0,u(Ug) = (0,U)¢+U(0,,0) = (0,U)U™ ' (Ug) +U(0,u0)
- L= ((61@)78“(;57 m? ¢! cZ)) non invariant par ¢+ Ug.

Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
-1 i -1
Ap—UALUT 4+ 1U(0,U7)

(O —ieA,)p (0, —ie[UALUTTH1U(9,U 1)) (U9)

Transformation de A, Transformation de ¢
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal
Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0 (Ug) = (9,V)p+ U(0,8) = (8, U)U™ ' (Ug) + U(09)
= Lic=1((0,9)10"¢—m>$!¢) non invariant par ¢+ Ug.
Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
Ay~ UALUT +LU(9,U7T)
() —ieA,) (0, —ie[UA, U + éu(aﬂui1 (Ue)
= (0,U)U(Ug) +U(0,9) + U(—ieA,d) +U(D,U ") (Up)
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal
Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0 (Ug) = (9,V)p+ U(0,8) = (8, U)U™ ' (Ug) + U(09)
- L= ((61@)78“(;57 m? ¢! cZ)) non invariant par ¢+ Ug.
Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
Ay~ UALUT +LU(9,U7T)
(8 —ieA,) (0, —ie[UA, U + éU(@MUq (Ue)

{@.0)UQUg) + U(0,0) + U(—ie,6) {U(3,U ) uo)
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0 (Ug) = (9,V)p+ U(0,8) = (8, U)U™ ' (Ug) + U(09)
= Lic=1((0,9)10"¢—m>$!¢) non invariant par ¢+ Ug.
Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
Ay~ UALUT +LU(9,U7T)
(8 — ieA) b (D, — ie]UALU™" + 1U(8,U~")]) (U9)
= (0,U)U(Ug) +U(0,9) + U(—ieA,d) +U(D,U ") (Up)
=U(0, —ieA,)d
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0,u(Ug) = (0,U)¢+U(0,,0) = (0,U)U™ ' (Ug) +U(0,u0)
- L= ((61@)78“(;57 m? ¢! cZ)) non invariant par ¢+ Ug.

" @ g —1
Nouveau champ vectoriel A, =A,Taa valeurs dans g pour compenser (9,U)U™".
On suppose qu'il se transforme comme :

Ay UAL U +1U(9,07T)

(O —ieA ) d+(0, —ie[UA, U™+ LU(0,U™")])(Ug)
=(0,U)U™"(Ug) +U(0,0) + U(—ieA,d) +U(d,U~")(Ug)
=U(0, —ieA,)d

=> (0, —ieA,,)¢ se transforme comme ¢.
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0 (Ug) = (9,V)p+ U(0,8) = (8, U)U™ ' (Ug) + U(09)
- L= ((81@)78“(;57 m? ¢! cZ)) non invariant par ¢+ Ug.
Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
A~ UA U +1U(0,U7")
() —ieA,) (0, —ie[UA, U + éu(aﬂui1 (Ue)
= (0,U)U(Ug) +U(0,9) + U(—ieA,d) +U(D,U ") (Up)
=U(0, —ieA,)d
=> (0, —ieA,,)¢ se transforme comme ¢.

0y, — 0, —ieA,, dans les lagrangiens (“couplage minimal”):
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0,u(Ug) = (0,U)¢+U(0,,0) = (0,U)U™ ' (Ug) +U(0,u0)
= Lic=1((0,9)10"¢—m>$!¢) non invariant par ¢+ Ug.
Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
A~ UA U +1U(0,U7")
() —ieA,) (0, —ie[UA, U + éu(aﬂui1 (Ue)

= (0,U)U(Ug) +U(0,9) + U(—ieA,d) +U(D,U ") (Up)

=U(0, —ieA,)d
=> (0, —ieA,,)¢ se transforme comme ¢.
0y, — 0, —ieA,, dans les lagrangiens (“couplage minimal”):

Lxa =13 (04 —ieA,)o]" (9" —ieAt) 3] — 3m? o' 6
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0,u(Ug) = (0,U)¢+U(0,,0) = (0,U)U™ ' (Ug) +U(0,u0)
= Lic=1((0,9)10"¢—m>$!¢) non invariant par ¢+ Ug.
Nouveau champ vectoriel A, = A}, T, a valeurs dans g pour compenser (0,Uu)U™.
On suppose qu'il se transforme comme :
A~ UA U +1U(0,U7")
() —ieA,) (0, —ie[UA, U + éu(aﬂui1 (Ue)

= (0,U)U(Ug) +U(0,9) + U(—ieA,d) +U(D,U ") (Up)

=U(0, —ieA,)d
=> (0, —ieA,,)¢ se transforme comme ¢.
0y, — 0, —ieA,, dans les lagrangiens (“couplage minimal”):

Lxa =13 (04 —ieA,)o]" (9" —ieAt) 3] — 3m? o' 6

LDirac = 1/’('7“@ + e’VMA;L + mW
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La théorie de Yang-Mills : le couplage minimal

Transformation ¢ +— U¢ avec U non constant.
0,u(Ug) = (0,U)¢+U(0,,0) = (0,U)U™ ' (Ug) +U(0,u0)
- L= ((81@)75'“(;57 m? ¢! cZ)) non invariant par ¢+ Ug.

" @ g —1
Nouveau champ vectoriel A, =A,Taa valeurs dans g pour compenser (9,U)U™".
On suppose qu'il se transforme comme :

Ay~ UALUT +LU(9,U7T)

(0 —ieA,)p (0, —ie[UA, U™ + éu(aﬂui1 (Ue)
=(0,U)U™"(Ug) +U(9,0) + U(—ieA,¢) +U(8,U™")(Ug)
=U(0, —ieA,)d

=> (0, —ieA,,)¢ se transforme comme ¢.
0y, — 0, —ieA,, dans les lagrangiens (“couplage minimal”):
Lxa =13 (04 —ieA,)o]" (9" —ieAt) 3] — 3m? o' 6

LDirac = 1/’('7“@ + e’YMA;L + mW

Lagrangiens invariants par I'action de U sur ¢, 1 et A, simultanément.
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Dynamique de A, => il faut 'équivalent de F,,,,.
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La théorie de Yang-Mills : la dynamique

Dynamique de A, => il faut Iéquivalent de F,,..
duA, — Oy A, non satisfaisante : A, — UA,U™" 4 1U(9,U~") produit des dérivées en U.
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Dynamique de A, => il faut Iéquivalent de F,,..
duA, — Oy A, non satisfaisante : A, — UA,U™" 4 1U(9,U~") produit des dérivées en U.

Yang et Mills proposent :
Fuo =0uA, —0,A, —ie[A,,A,]
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La théorie de Yang-Mills : la dynamique

Dynamique de A, => il faut Iéquivalent de F,,..
duA, — Oy A, non satisfaisante : A, — UA,U™" 4 1U(9,U~") produit des dérivées en U.

Yang et Mills proposent :
Fu =0uA, — 0, A, —lle]ARNAY]

Crochet nul dans le cas U(1)
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La théorie de Yang-Mills : la dynamique

Dynamique de A, => il faut Iéquivalent de F,,..
duA, — Oy A, non satisfaisante : A, — UA,U™" 4 1U(9,U~") produit des dérivées en U.

Yang et Mills proposent :
Fuo =0uA, —0,A, —ie[A,,A,]

Alors:
Fuu > UF,, U™
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Les principes des théories de jauge

La théorie de Yang-Mills : la dynamique

Dynamique de A, => il faut Iéquivalent de F,,..
duA, — Oy A, non satisfaisante : A, — UA,U™" 4 1U(9,U~") produit des dérivées en U.

Yang et Mills proposent :
Fuo =0uA, —0,A, —ie[A,,A,]
Alors :
Fro—UF U

UF,, U™ " =F,, dansle cas U(1)
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La théorie de Yang-Mills : la dynamique

Dynamique de A, => il faut 'équivalent de F,,,,.
duA, — D, A, non satisfaisante : A, — UA, U™ + LU(9,U™") produit des dérivées en U.
Yang et Mills proposent :
Fuo =0uA, —0,A, —ie[A,,A,]
Alors :
Fpuw — UF U™

Scalaire (invariant) défini a I'aide d’'une trace sur g :
ACYM = %tr(FWF*“’)
tr(UXU™") = tr(U~'UX) =tr(X)
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La théorie de Yang-Mills : la dynamique

Dynamique de A, => il faut 'équivalent de F,,,,.
duA, — D, A, non satisfaisante : A, — UA, U™ + LU(9,U™") produit des dérivées en U.
Yang et Mills proposent :
Fuo =0uA, —0,A, —ie[A,,A,]
Alors :
Fpuw — UF U™

Scalaire (invariant) défini a I'aide d’'une trace sur g :
Ly =3 tr(Fu, F*)
tr(UXU™") = tr(U~'UX) =tr(X)
Lagrangiens totaux :
Ligrm =3 (0, —ieA, )] (9% —ieA* )] - m?§l p+ § er(FuF*)
Loiractym = (i7" 0y +ev" Ay +m)p+ 3 tr(F, F*)
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La théorie de Yang-Mills : la dynamique
Dynamique de A, => il faut Iéquivalent de F,,..
duA, — Oy A, non satisfaisante : A, — UA,U™" 4 1U(9,U~") produit des dérivées en U.
Yang et Mills proposent :
Frw = 0uA, — OyA, —ie[A,A,]
Alors :

Fuu > UF,, U™

Scalaire (invariant) défini a I'aide d’'une trace sur g :
Ly =3 tr(Fu, F*)
tr(UXU™") = tr(U~'UX) =tr(X)
Lagrangiens totaux :
Lirm =3[9 —ieA,. )] [(9# —ieA")g] —m’¢T )+ S er(FuFH)
Loiractym = (i7" 0y +ev" Ay +m)p+ 3 tr(F, F*)
=> Théories de jauge SU(2).
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La théorie de Yang-Mills : la dynamique
Dynamique de A, => il faut Iéquivalent de F,,..
duA, — Oy A, non satisfaisante : A, — UA,U™" 4 1U(9,U~") produit des dérivées en U.
Yang et Mills proposent :
Fuv =0uA, —0LA, — ie[AM,AV]
Alors:
Fpu > UF,, U™
Scalaire (invariant) défini a I'aide d’'une trace sur g :
EYM = %tr(FWF’“’)
tr(UXU™") = tr(U~'UX) =tr(X)
Lagrangiens totaux :
Lrarvm=31(0 —ier,)9]" (9" —iea")g] —m*¢Td+ Jtr(Fu F™)
Loiractym = (i7" 0y +ev" Ay +m)p+ 3 tr(F, F*)
=> Théories de jauge SU(2).

Avec cette dynamique, les A, sont des champs sans masse.
=> Termes de masse incompatibles avec l'invariance de jauge.
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Les théories de jauge en physique

@ Economie dans les principes
o groupe de symétries globales promu en un groupe de symétries locales;
@ action de ce groupe sur les champs de matiere.
o couplage minimal: 0y, — 0, —ieA,
e dynamique du champ d'interaction A, par l'invariant tr(F,, F*")



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy
Les principes des théories de jauge

Les théories de jauge en physique

@ Economie dans les principes
o groupe de symétries globales promu en un groupe de symétries locales;
@ action de ce groupe sur les champs de matiere.
o couplage minimal: 0y, — 0, —ieA,
e dynamique du champ d'interaction A, par l'invariant tr(F,, F*")
@ Théories renormalizables
=>» Preuve basée sur la symétrie de jauge.
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Les théories de jauge en physique

@ Economie dans les principes
o groupe de symétries globales promu en un groupe de symétries locales;
@ action de ce groupe sur les champs de matiere.
o couplage minimal: 0y, — 0, —ieA,
e dynamique du champ d'interaction A, par l'invariant tr(F,, F*")
@ Théories renormalizables
=>» Preuve basée sur la symétrie de jauge.
@ Symétrie de jauge passive ou active ?
o Symétrie de jauge passive : conséquence d’une paramétrisation locale.
o Symétrie de jauge active : le groupe “bouge” les objets mathématiques.
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Les théories de jauge en physique

@ Economie dans les principes
o groupe de symétries globales promu en un groupe de symétries locales;
@ action de ce groupe sur les champs de matiere.
o couplage minimal: 0y, — 0, —ieA,
e dynamique du champ d'interaction A, par l'invariant tr(F,, F*")
@ Théories renormalizables
=>» Preuve basée sur la symétrie de jauge.
@ Symétrie de jauge passive ou active ?
o Symétrie de jauge passive : conséquence d’une paramétrisation locale.
o Symétrie de jauge active : le groupe “bouge” les objets mathématiques.

Les A7, sont les champs de jauge => bosons d’interaction apres quantification.
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Les théories de jauge en physique

@ Economie dans les principes
o groupe de symétries globales promu en un groupe de symétries locales;
@ action de ce groupe sur les champs de matiere.
o couplage minimal: 0y, — 0, —ieA,
e dynamique du champ d'interaction A, par l'invariant tr(F,, F*")
@ Théories renormalizables
=>» Preuve basée sur la symétrie de jauge.
@ Symétrie de jauge passive ou active ?
o Symétrie de jauge passive : conséquence d’une paramétrisation locale.
o Symétrie de jauge active : le groupe “bouge” les objets mathématiques.

Les A7, sont les champs de jauge => bosons d’interaction apres quantification.

Le Modele Standard des particules élémentaires est basé sur des théories de jauge.
Le groupe utilisé est : U(1) x SU(2) x SU(3).
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Les théories de jauge en physique

@ Economie dans les principes
o groupe de symétries globales promu en un groupe de symétries locales;
@ action de ce groupe sur les champs de matiere.
o couplage minimal: 0y, — 0, —ieA,
e dynamique du champ d'interaction A, par l'invariant tr(F,, F*")
@ Théories renormalizables
=>» Preuve basée sur la symétrie de jauge.
@ Symétrie de jauge passive ou active ?
o Symétrie de jauge passive : conséquence d’une paramétrisation locale.
o Symétrie de jauge active : le groupe “bouge” les objets mathématiques.

Les A7, sont les champs de jauge => bosons d’interaction apres quantification.

Le Modele Standard des particules élémentaires est basé sur des théories de jauge.
Le groupe utilisé est:|U(1) x SU(2) x SU(3).

Interaction électro-faible
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Les théories de jauge en physique

@ Economie dans les principes
o groupe de symétries globales promu en un groupe de symétries locales;
@ action de ce groupe sur les champs de matiere.
o couplage minimal: 0y, — 0, —ieA,
e dynamique du champ d'interaction A, par l'invariant tr(F,, F*")
@ Théories renormalizables
=>» Preuve basée sur la symétrie de jauge.
@ Symétrie de jauge passive ou active ?
o Symétrie de jauge passive : conséquence d’une paramétrisation locale.
o Symétrie de jauge active : le groupe “bouge” les objets mathématiques.

Les A7, sont les champs de jauge => bosons d’interaction apres quantification.

Le Modele Standard des particules élémentaires est basé sur des théories de jauge.
Le groupe utilisé est: U(1) x SU(2) xSU(3)!

Interaction forte (chromodynamique)
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Les théories de jauge en physique

@ Economie dans les principes
o groupe de symétries globales promu en un groupe de symétries locales;
@ action de ce groupe sur les champs de matiere.
o couplage minimal: 0y, — 0, —ieA,
e dynamique du champ d'interaction A, par l'invariant tr(F,, F*")
@ Théories renormalizables
=>» Preuve basée sur la symétrie de jauge.
@ Symétrie de jauge passive ou active ?
o Symétrie de jauge passive : conséquence d’une paramétrisation locale.
o Symétrie de jauge active : le groupe “bouge” les objets mathématiques.

Les A7, sont les champs de jauge => bosons d’interaction apres quantification.

Le Modele Standard des particules élémentaires est basé sur des théories de jauge.
Le groupe utilisé est : U(1) x SU(2) x SU(3).

/\ Le U(1) nest pas celui de 'électromagnétisme. ..



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy
Les mathématiques sous-jacentes

Les mathématiques sous-jacentes

© Les mathématiques sous-jacentes
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Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...
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Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...

Fibré principal (Ehresmann, 1941)
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Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...
Fibré principal (Ehresmann, 1941)

Y
@ Lespace P est la réunion d’une fibre type. /
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Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...

Fibré principal (Ehresmann, 1941)
i
@ Lespace P est la réunion d’une fibre type. I

@ La fibre type est un groupe de Lie G.
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Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...
Fibré principal (Ehresmann, 1941)
@ Lespace P est la réunion d’une fibre type.
@ La fibre type est un groupe de Lie G.

@ Chaque fibre se projette par 7 sur la base de P.
=>» M =~ espace-temps. j

M—x -~
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Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...

Fibré principal (Ehresmann, 1941)

@ Lespace P est la réunion d’une fibre type. P )

@ La fibre type est un groupe de Lie G. 25

@ Chaque fibre se projette par 7 sur la base de P. P
=>» M =~ espace-temps.

@ Le groupe G agit a droite sur P le long des fibres. M ™ j

=> p— p-g pourg€G. /\X\/
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Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...

Fibré principal (Ehresmann, 1941)

@ Lespace P est la réunion d’une fibre type. P p-g
@ La fibre type est un groupe de Lie G.
@ Chaque fibre se projette par 7 sur la base de P. P
=>» M =~ espace-temps.
@ Le groupe G agit a droite sur P le long des fibres. M ™ j
=> p+p-g pour g€C. /\X\/

Fibré vectoriel associé
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Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...

Fibré principal (Ehresmann, 1941)

@ Lespace P est la réunion d’une fibre type. P )

@ La fibre type est un groupe de Lie G. 25

@ Chaque fibre se projette par 7 sur la base de P. P
=>» M =~ espace-temps.

@ Le groupe G agit a droite sur P le long des fibres. M ™ j

=> p— p-g pourg€G. /\X\/

Fibré vectoriel associé
F un espace vectoriel sur lequel G agit (linéairement).
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Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...

Fibré principal (Ehresmann, 1941)

@ Lespace P est la réunion d’une fibre type. P )

@ La fibre type est un groupe de Lie G. 25

@ Chaque fibre se projette par 7 sur la base de P. P
=>» M =~ espace-temps.

@ Le groupe G agit a droite sur P le long des fibres. M ™ j

=> p— p-g pourg€G. /\X\/

Fibré vectoriel associé
F un espace vectoriel sur lequel G agit (linéairement).
On peut construire un fibré E de fibre F qui reprenne la structure de P.
(=~ remplacer dans P les fibres G par les fibres F)



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy
Les mathématiques sous-jacentes

Fibreé principal et fibré vectoriel

Notion de fibrés : Seifert 1932, Whitney 1935-1940.
=> Antérieur a Yang-Mills...

Fibré principal (Ehresmann, 1941)

@ Lespace P est la réunion d’une fibre type. P )

@ La fibre type est un groupe de Lie G. 25

@ Chaque fibre se projette par 7 sur la base de P. P
=>» M =~ espace-temps.

@ Le groupe G agit a droite sur P le long des fibres. M ™ j

=> p— p-g pourg€G. /\X\/

Fibré vectoriel associé
F un espace vectoriel sur lequel G agit (linéairement).
On peut construire un fibré E de fibre F qui reprenne la structure de P.
(=~ remplacer dans P les fibres G par les fibres F)

Champs de matiére ¢ (et ¢) :

application ¢ : M — E telles que ¢(x) dans la fibre au dessus de x € M.
=> ¢ est une section de E.
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En géométrie, un déplacement infinitésimal est un vecteur tangent.
Penser au vecteur “vitesse”...

20



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy
Les mathématiques sous-jacentes

Verticalité, horizontalité et connexion

En géométrie, un déplacement infinitésimal est un vecteur tangent.
Penser au vecteur “vitesse”...

G déplace les points le long des fibres.
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Verticalité, horizontalité et connexion

En géométrie, un déplacement infinitésimal est un vecteur tangent.
Penser au vecteur “vitesse”...

G déplace les points le long des fibres.
g “déplace” infinitésimalement les points de P: y
=> g induit tous les vecteurs verticaux de P.

M—x -~
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Verticalité, horizontalité et connexion

En géométrie, un déplacement infinitésimal est un vecteur tangent.
Penser au vecteur “vitesse”...

G déplace les points le long des fibres.
g “déplace” infinitésimalement les points de P: y
=> g induit tous les vecteurs verticaux de P.

Il n’y pas de notion naturelle d’horizontalité.

M—x -~
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Verticalité, horizontalité et connexion

En géométrie, un déplacement infinitésimal est un vecteur tangent.
Penser au vecteur “vitesse”...

G déplace les points le long des fibres.
g “déplace” infinitésimalement les points de P :
=> g induit tous les vecteurs verticaux de P.

Il n’y pas de notion naturelle d’horizontalité.
Une connexion sur P est la donnée d'une
horizontalité (Ehresmann, 1951). T

M—x -~
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Verticalité, horizontalité et connexion

En géométrie, un déplacement infinitésimal est un vecteur tangent.
Penser au vecteur “vitesse”...

G déplace les points le long des fibres.
g “déplace” infinitésimalement les points de P :
=> g induit tous les vecteurs verticaux de P.

Il n’y pas de notion naturelle d’horizontalité.
Une connexion sur P est la donnée d'une
horizontalité (Ehresmann, 1951). T

Horizontalité = relévement horizontal. M W
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Verticalité, horizontalité et connexion

En géométrie, un déplacement infinitésimal est un vecteur tangent.
Penser au vecteur “vitesse”...

G déplace les points le long des fibres.
g “déplace” infinitésimalement les points de P :
=> g induit tous les vecteurs verticaux de P.

Il n’y pas de notion naturelle d’horizontalité.
Une connexion sur P est la donnée d'une
horizontalité (Ehresmann, 1951). T

Horizontalité = relévement horizontal. M W

Une connexion sur P peut étre caractérisée par un objet algébrique :
les A,, de Yang-Mills a valeurs dans g.

20
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Verticalité, horizontalité et connexion

En géométrie, un déplacement infinitésimal est un vecteur tangent.
Penser au vecteur “vitesse”...

G déplace les points le long des fibres.
g “déplace” infinitésimalement les points de P :
=> g induit tous les vecteurs verticaux de P.
Il n’y pas de notion naturelle d’horizontalité.
Une connexion sur P est la donnée d'une
horizontalité (Ehresmann, 1951). T

Horizontalité = relévement horizontal. M W

Une connexion sur P peut étre caractérisée par un objet algébrique :
les A,, de Yang-Mills a valeurs dans g.

T
F.. estla courbure de A, : mesure une obstruction au relevement horizontal .
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Dérivée covariante

E fibré vectoriel de fibre F associé a P.
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Dérivée covariante

E fibré vectoriel de fibre F associé a P.

¢ section de E :
=> 0,,¢ ne définit pas une section

Thierry Masson, CPT-Luminy
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=> 0,,¢ ne définit pas une section
=> D,,¢= (0, —ieA, )¢ définit une section.

Dérivée covariante sur les sections de E :
@ 0, exprime un déplacement (infinitésimal) le long de M ;

@ A, exprime une “rotation” (infinitésimale) dans la fibre.

La dérivée covariante est un déplacement infinitésimal dans le fibré E.

Identité de Bianchi : D¢F,,;, +D,,F ¢ + D, Fe, =0 est toujours vraie.
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Dérivée covariante

E fibré vectoriel de fibre F associé a P.

¢ section de E :
=> 0,,¢ ne définit pas une section
=> D,,¢= (0, —ieA, )¢ définit une section.
Dérivée covariante sur les sections de E :
@ 0, exprime un déplacement (infinitésimal) le long de M ;

@ A, exprime une “rotation” (infinitésimale) dans la fibre.

La dérivée covariante est un déplacement infinitésimal dans le fibré E.

Identité de Bianchi : D¢F,,;, +D,,F ¢ + D, Fe, =0 est toujours vraie.

=> 0cFuy +0uFue + 0y Fe) =0 dans le cas U(1) (électromagnétisme).
=> La moitié des équations de Maxwell est d'origine structurelle.
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Groupe de jauge : groupe des automorphismes verticaux de P.
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Groupe de jauge : groupe des automorphismes verticaux de P.

Le groupe de jauge...

@ ... agit sur les points de P en préservant les fibres.
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A= UALUT +LU(9,U7T) Fp— UF, U™
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Le groupe de jauge...
@ ... agit sur les points de P en préservant les fibres.
@ ... agit sur l'espace des connexions :
A= UALUT +LU(9,U7T) Fp— UF, U™
@ ... agit sur les champs de matiéres : ¢ — U¢.
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Groupe de jauge : groupe des automorphismes verticaux de P.

Le groupe de jauge...
@ ... agit sur les points de P en préservant les fibres.
@ ... agit sur l'espace des connexions :
A= UALUT +LU(9,U7T) Fp— UF, U™
@ ... agit sur les champs de matiéres: ¢ — Ug.
=> Action compatible avec la dérivée covariante : D,,¢+— U(D,, ).

C'est I'implémentation de la symétrie de jauge active.
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Le groupe de jauge

Groupe de jauge : groupe des automorphismes verticaux de P.

Le groupe de jauge...
@ ... agit sur les points de P en préservant les fibres.
@ ... agit sur l'espace des connexions :
A= UALUT +LU(9,U7T) Fp— UF, U™
@ ... agit sur les champs de matiéres : ¢ — U¢.
=> Action compatible avec la dérivée covariante : D,,¢+— U(D,, ).

C'est I'implémentation de la symétrie de jauge active.

Le fibré principal P renferme les symétries de jauge (locales) de la théorie.
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Les mathématiques sous-jacentes

L'interaction fondamentale

A Fuu, @1, et D), =0, —ieA , sont parfaitement identifiés mathématiquement.
Dictionnaire établi seulement dans les années 1970! =» boson d’interaction trés lent...

fibré principal P 4 connexion A, + fibré vectoriel associé E

Physique Mathématiques

champ vectoriel A, > connexion sur P
(horizontalité)

champ tensoriel F,,,, > courbure de la connexion
(obstruction géométrique)
transformation de jauge active <> automorphisme vertical de P
(groupe de jauge)
transformation de jauge passive <> recollement de trivialisations locales

(choix de repéres locaux)

champ de matiere p out) <> section d’un fibré vectoriel associé E
(structure spinorielle si nécessaire)
D, =0, —ieA, > dérivée covariante
(déplacement infinitésimal dans E)
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@ Problémes et solutions
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Quelques problemes des théories de jauge

@ La quantification

Probleme: La théorie admet une symétrie de dimension infinie.
=> Forte redondance de configurations identiques.
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@ La quantification

Probleme: La théorie admet une symétrie de dimension infinie.
=> Forte redondance de configurations identiques.

Solution : Fixage de jauge.
=> FantOmes et anti-fantdmes, symétrie BRST...

© La masse des bosons d’interaction

Probléeme: Les bosons de l'interaction faible sont massifs (expérience).
Les lagrangiens des théories de jauge sont impitoyables : pas de masse!
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=> FantOmes et anti-fantdmes, symétrie BRST...

© La masse des bosons d’interaction

Probléeme: Les bosons de l'interaction faible sont massifs (expérience).
Les lagrangiens des théories de jauge sont impitoyables : pas de masse!

Solution : La brisure spontanée de symétrie (Brout-Englert-Higgs, 1964).
=> Prix Nobel de Physique 2013 pour les survivants...
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Problémes et solutions

Quelques problemes des théories de jauge

@ La quantification

Probleme: La théorie admet une symétrie de dimension infinie.
=> Forte redondance de configurations identiques.

Solution : Fixage de jauge.
=> FantOmes et anti-fantdmes, symétrie BRST...

© La masse des bosons d’interaction

Probléeme: Les bosons de l'interaction faible sont massifs (expérience).
Les lagrangiens des théories de jauge sont impitoyables : pas de masse!

Solution : La brisure spontanée de symétrie (Brout-Englert-Higgs, 1964).
=> Prix Nobel de Physique 2013 pour les survivants...

=> Les théories de jauge ne se limitent pas aux A,,...
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Symétrie de jauge U(1), champ complexe ¢.
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Problémes et solutions

Brisure spontanée de symétrie : le lagrangien

Symétrie de jauge U(1), champ complexe ¢.
Modification du lagrangien KG + EM :
L=—ZFuF" + 3 [(0u —ieA,)]" [(0" —ieA )] — (=5 6" ¢+ 5 (67 ¢)")

A >0 => le potentiel a un minimum.
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Brisure spontanée de symétrie : le lagrangien

Symétrie de jauge U(1), champ complexe ¢.
Modification du lagrangien KG + EM :
L=—3FuF" + 310 —ieA,) o] [(0" —ieA")g] — (=50 o+ 5(670)*)

A >0 => le potentiel a un minimum.
2
Deux configurations possibles pour V(¢) = —5-¢* ¢+ %(qﬁ*qﬁ)z 2

W

TS
— o
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Brisure spontanée de symétrie : le lagrangien

Symétrie de jauge U(1), champ complexe ¢.
Modification du lagrangien KG + EM :
L=—3FuF" + 310 —ieA,) o] [(0" —ieA")g] — (=50 o+ 5(670)*)

A >0 => le potentiel a un minimum.
2
Deux configurations possibles pour V(¢) = —5-¢* ¢+ %(qﬁ*qﬁ)z 2

ur <o w>>0

Cas u2<0: ’%Zgb*gb est un terme de masse pour ¢, minimum unique de V(o) : ¢ =0.
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Brisure spontanée de symétrie : le lagrangien

Symétrie de jauge U(1), champ complexe ¢.
Modification du lagrangien KG + EM :
L=—3FuF" + 310 —ieA,) o] [(0" —ieA")g] — (=50 o+ 5(670)*)

A >0 => le potentiel a un minimum.
2
Deux configurations possibles pour V(¢) = —5-¢* ¢+ %(qﬁ*qﬁ)z 2

ur <o w>>0
Cas u2<0: ’%Zgb*gb est un terme de masse pour ¢, minimum unique de V(o) : ¢ =0.

Cas (2 > 0 : minimum dégénéré de V() : ¢o =ve'? avecv= \/g,u et €0,27].
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Brisure spontanée de symétrie: > > 0
On choisit un minimum particulier ¢y =v= \/g,u (donc 6 =0).
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Changement de variables : ¢ = eX (v + ) avec  réel (>0):
L=—1FuF*" +eVAA* +1(8,0) (0 ) — 212 0* + W(p,A,)
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Brisure spontanée de symétrie: > > 0
On choisit un minimum particulier ¢y =v= \/%M (donc 6 =0).

Changement de variables : ¢ = eX (v + ) avec  réel (>0):
L=—1F, F* +EVAAL+1(8,0) (0" p) - 212 * + W(p,A,)

Terme de masse pour les champs A,
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Problémes et solutions

Brisure spontanée de symétrie: > > 0
On choisit un minimum particulier ¢y =v= \/%M (donc 6 =0).

Changement de variables : ¢ = eX (v + ) avec  réel (>0):
L=—1F, F* + VA A" +1(8,0) (8" )i+ W(p,A,)

Terme de masse pour le champ ¢
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Problémes et solutions

Brisure spontanée de symétrie: > > 0
On choisit un minimum particulier ¢y =v= \/%M (donc 6 =0).

Changement de variables : ¢ = eX (v + ) avec  réel (>0):
L=—7FuF" +VAA" +3(00) (0" 0) — 3 14° 0" +IW(BIAL)

Termes d'interaction entre A, et 0 + potentiel en ¢
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L=—1FuF*" +eVAA* +1(8,0) (0 ) — 212 0* + W(p,A,)

Propriétés de ce Lagrangien “brisé” :
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Brisure spontanée de symétrie: > > 0
On choisit un minimum particulier ¢y =v= \/%M (donc 6 =0).

Changement de variables : ¢ = eX (v + ) avec  réel (>0):
L=—1FuF*" +eVAA* +1(8,0) (0 ) — 212 0* + W(p,A,)
Propriétés de ce Lagrangien “brisé” :

@ Champs A;, massifs.
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Problémes et solutions

Brisure spontanée de symétrie: > > 0
On choisit un minimum particulier ¢y =v= \/%M (donc 6 =0).

Changement de variables : ¢ = eX (v + ) avec  réel (>0):
L=—3Fu " +eVAA" +3(0,0) (0"9) —31* 0" + W(p,A,)
Propriétés de ce Lagrangien “brisé” :
@ Champs A, massifs.

@ Symétrie réduite : U(1) n'agit plus.
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Brisure spontanée de symétrie: > > 0
On choisit un minimum particulier ¢y =v= \/%M (donc 6 =0).

Changement de variables : ¢ = eX (v + ) avec  réel (>0):
L=—3Fu " +eVAA" +3(0,0) (0"9) —31* 0" + W(p,A,)
Propriétés de ce Lagrangien “brisé” :
@ Champs A, massifs.
@ Symétrie réduite : U(1) n'agit plus.

@ Champ massif ¢ couplé aux A, =>» visible dans les expériences.
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Brisure spontanée de symétrie : 1> > 0

On choisit un minimum particulier ¢y =v= \/%M (donc 6 =0).

Changement de variables : ¢ = eX (v + ) avec  réel (>0):

L=—1FuF*" +eVAA* +1(8,0) (0 ) — 212 0* + W(p,A,)

Propriétés de ce Lagrangien “brisé” :

Champs A, massifs.
Symétrie réduite : U(1) n'agit plus.

Champ massif ¢ couplé aux A, => visible dans les expériences.

Le Modéle Standard des particules élémentaires (~ 1970) :

Groupe dorigine : U(1) x SU(2) =» 4 bosons d'interaction.

Champs auxiliaire : ¢ a valeurs dans C* = on “brise” SU(2).

Symétrie réduite & un U(1) (différent de celui du départ).

1 boson d'interaction sans masse : le photon =» électromagnétisme.

3 bosons d'interaction avec masses: W,;, W, et Z°, = force faible.

Toutes les particules élémentaires ont une masse issue de ce mécanisme:
électron, muons, tau, neutrinos, quarks...

Il reste un champ H venant de ¢ : cest la particule de Higgs détectée au CERN.

Thierry Masson, CPT-Luminy
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@ Les champs ¢ n'ont pas d'origine géométrique naturelle.
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Une solution peu satisfaisante

Problémes conceptuels :
@ Les champs ¢ n'ont pas d'origine géométrique naturelle.

@ Dans le Modéle Standard, on a la correspondance :

type de particule statistique structure mathématique

particules d’interaction <> bosons <>  connexion sur le fibré principal
particules de matiere <> fermions <> section d’un fibré vectoriel associé
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Une solution peu satisfaisante

Problémes conceptuels :
@ Les champs ¢ n'ont pas d'origine géométrique naturelle.

@ Dans le Modele Standard, on a la correspondance :

type de particule statistique structure mathématique

particules d’interaction <> [ bosons ] <> connexion sur le fibré principal
particules de matiére <> fermions <[ section d'un fibré vectoriel associé |

Les champs ¢ sont a la fois bosons et section d’un fibré vectoriel associé.
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Problémes conceptuels :
@ Les champs ¢ n'ont pas d'origine géométrique naturelle.

@ Dans le Modéle Standard, on a la correspondance :

type de particule statistique structure mathématique

particules d’interaction <> bosons <>  connexion sur le fibré principal
particules de matiere <> fermions <> section d’un fibré vectoriel associé

Les champs ¢ sont a la fois bosons et section d’un fibré vectoriel associé.

@ Le potentiel V() est “défini a la main”.
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Une solution peu satisfaisante

Problémes conceptuels :
@ Les champs ¢ n'ont pas d'origine géométrique naturelle.

@ Dans le Modéle Standard, on a la correspondance :

type de particule statistique structure mathématique

particules d’interaction <> bosons <>  connexion sur le fibré principal
particules de matiere <> fermions <> section d’un fibré vectoriel associé

Les champs ¢ sont a la fois bosons et section d’un fibré vectoriel associé.

@ Le potentiel V() est “défini a la main”.

Il est possible de résoudre ces probléemes dans d’autres cadres mathématiques :

@ Les champs auxiliaires ¢ sont des composantes de connexions généralisées.
=> origine “géométrico-algébrique”, premiére ligne du tableau.

@ Le potentiel V(¢) est naturellement donné par la généralisation de tr(F,, F*").
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e Nouvelles théories de jauge
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La géométrie non commutative
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La géométrie non commutative

La philosophie de la GNC:
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La géométrie non commutative

La philosophie de la GNC:

@ On remplace I'étude d’une structure topologique ou géométrique par I'étude d’une
algebre de fonctions.
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La géométrie non commutative

La philosophie de la GNC:

@ On remplace I'étude d’une structure topologique ou géométrique par I'étude d’une
algebre de fonctions.

© On développe des outils détude qui ne sont pas sensibles a la commutativité de ces
algebres de fonctions.
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La géométrie non commutative

La philosophie de la GNC:

@ On remplace I'étude d’une structure topologique ou géométrique par I'étude d’une
algebre de fonctions.

© On développe des outils détude qui ne sont pas sensibles a la commutativité de ces
algebres de fonctions.

© On applique ces outils a des algebres plus générales (non commutatives) comme si
elles étaient des algébres de fonctions.
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Nouvelles théories de jauge

La géométrie non commutative

La philosophie de la GNC:
@ On remplace I'étude d’une structure topologique ou géométrique par I'étude d’une
algebre de fonctions.
© On développe des outils détude qui ne sont pas sensibles a la commutativité de ces
algebres de fonctions.
© On applique ces outils a des algebres plus générales (non commutatives) comme si
elles étaient des algébres de fonctions.

T

Faire des théories de jauge sans espace ?
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Théories de jauge non commutatives
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Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
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Théories de jauge non commutatives
Ingrédients :

@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives
Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.

@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZO P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

31



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy

Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZo P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.

@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZO P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZo P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :
Application V:M®@4 Q2P - M@, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.

@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZO P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :
Application : M@, Q2P — MR, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.

V:M— M@ Q" généralise D,
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZo P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :
Application V:M®@4 Q2P - M@, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.
Courbure, V2:M®@4 P — M@4 QP12 =» V2 (M w,) = (Vm)w,.

31



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy

Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZo P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :
Application V:M®@4 Q2P - M@, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.
Courbure, V2:M®a P — M@ QP2 = N (Mm@ w,) = (V2m)w).

“Multiplication” par F,,,
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives
Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.

@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZO P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :
Application V:M®@4 Q2P - M@, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.
Courbure, V2:M®@4 P — M@4 QP12 =» V2 (M w,) = (Vm)w,.

Groupe de jauge :
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives
Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZo P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :

Application V:M®@4 Q2P - M@, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.
Courbure, V2:M®@4 P — M@4 QP12 =» V2 (M w,) = (Vm)w,.

Groupe de jauge :

Groupe des automorphismes ® de M en tant que module : ®(ma) = ®(m)a.
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZo P est une algébre graduée telle que Q° =A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :

Application V:M®@4 Q2P - M@, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.
Courbure, V2:M®@4 P — M@4 QP12 =» V2 (M w,) = (Vm)w,.

Groupe de jauge :

Groupe des automorphismes ® de M en tant que module : ®(ma) = ®(m)a.
Action sur les connexions: V® =®oVod~".
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Nouvelles théories de jauge
Théories de jauge non commutatives

Ingrédients :
@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.
Q= @pZo P est une algébre graduée telle que Q° = A.
d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.
=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :

Application V:M®@4 Q2P - M@, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.
Courbure, V2:M®@4 P — M@4 QP12 =» V2 (M w,) = (Vm)w,.

Groupe de jauge :

Groupe des automorphismes ® de M en tant que module : ®(ma) = ®(m)a.
Action sur les connexions: V® =®oVod~".

Lagrangien :
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Théories de jauge non commutatives
Ingrédients :

@ Une algebre associative A, si possible non commutative.
@ Un calcul différentiel (Q2°,d) sur A.

Q= ®p>0 P est une algébre graduée telle que Q° =A.

d: QP — QP*1 une différentielle : d(wp7,) = (dw,)ng + (—1)Pw,(dn,) et d® =o0.

=> structure différentiable sur A.
Construction non canonique =» plusieurs approches a la GNC.

@ Un module a droite M (projectif de type fini) sur A: pourac Aetm M, ma M.
Module = représentation de A =» champs de matiere.

Connexion non commutative :

Application V:M®@4 Q2P - M@, Q2P telle que V(Mm@ w,) = (Vm)w, +m @ dwy,.
Courbure, V2:M®@4 P — M@4 QP12 =» V2 (M w,) = (Vm)w,.

Groupe de jauge :

Groupe des automorphismes ® de M en tant que module : ®(ma) = ®(m)a.
Action sur les connexions: V® = ®o Vo,

Lagrangien :

Lagrangien construit a partir de la courbure de V en généralisant tr(F,, F*)...
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Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative

M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) ® Q3. (M, (C)).
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs : 2% (M) ® Q7. (M, (C)).

Calcul différentiel ordinaire sur M : de Rham
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Nouvelles théories de jauge
Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q28 (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs : Q°(M) Q5. (M,(C))!

Calcul différentiel complétement algébrique : M,,(C) @ A °s(;
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) ® Q3. (M, (C)).

Thierry Masson, CPT-Luminy

Der
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) ® Q3. (M, (C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) ® Q3. (M, (C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par V1 =@wic Q}..(A).

Généralisation de A, : 1-forme de connexion
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=>» V définie par VI =w € Q}..(A).
Courbure : V?(a) = (dw+w?)a.

Généralisation de F,, = 0,A, — 0, A, —ie[A,,A)]
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.

Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.

Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.

Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.

Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.

Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.

Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.

Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.

Action: V®(1) =w' =lUwU™"FUdU™"

Généralisation de UA,U~"+1U(8,U™")
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative

M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.

Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.

Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.

Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.

Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".

1-forme de connexion :w ~A,, + ¢

Thierry Masson, CPT-Luminy

32



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy
Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.

Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.

Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.

Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".

1-forme de connexion : w ~A, + ¢

Partie spatiale, a valeurs dans M, (C) : semblable a une connexion ordinaire
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative

M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.

@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).

@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.

Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).

@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.

Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.

Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.

Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".

1-forme de connexion :w ~A,, +¢

Partie algébrique, dans C>°(M) @ M,,(C) ® s, nouveau

Thierry Masson, CPT-Luminy
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw+w? ~F,,, + D, ¢+ P().
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw+w? ~F 1+ D, ¢+ P(¢).

Fuo =0uA, —0,A, —ie[A,,AL]
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw+w? ~F,, +Dud+ P(¢).

Dérivée covariante de ¢ le longde A,
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw+w? ~F,,,, + D, ¢ +P(P)

Polynéme en ¢ : terme purement algébrique (pas de dérivées)

32



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy
Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : 22,(A) construit a partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) ® Q3. (M, (C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw+w? ~F,,, + D, ¢+ P().
Lagrangien : £ =tr(F,,,F*") +tr ((D Md))TD”d)) + V(o).
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : 22,(A) construit a partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) ® Q3. (M, (C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw+w? ~F,,,, + D, ¢+ P().
Lagrangien : £ =tr(F ., F*") +tr (D Md))TD”d)) + V(o).

Dynamique du champ A, : comme dans Yang-Mills
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : 22,(A) construit a partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) ® Q3. (M, (C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw +w? ~F,,, + D, ¢+ P(¢).
Lagrangien : £ =tr(F,,,, F*") +tr ((DH¢)TD”¢) + V(o).

Couplage des champs ¢ aux champs A,
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : 22,(A) construit a partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) ® Q3. (M, (C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw+w? ~F,,, + D, ¢+ P(p).
Lagrangien : £ =tr(F,,,F*") +tr ((D Md))TD”d)) + V(o).

Potentiel pour ¢ complétement algébrique, V ~ P?
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).
1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.
Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € QL. (A).
Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.
Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.
Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".
1-forme de connexion :w ~A,, + ¢
2-forme de courbure : dw+w? ~F,,, + D, ¢+ P().

Lagrangien : £ =tr(F,,,F*") +tr ((D Md))TD”d)) + V(o).
V(¢) a des configurations minimales pour des ¢, non nuls.
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.

Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.

Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.

Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".

1-forme de connexion :w ~A,, + ¢

2-forme de courbure : dw+w? ~F,,, + D, ¢+ P().

Lagrangien : £ =tr(F,,F*") +tr ((D,.¢)'D*¢) + V().

V(¢) a des configurations minimales pour des ¢, non nuls.

Report de ¢, dans (D,,¢) D" ¢ =» termes de masse pour les A,,.
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Nouvelles théories de jauge

Exemple d’'une théorie de jauge non commutative
M variété différentiable, M,,(C) algébre des matrices n x n sur C.
@ A=C"°(M)®M,(C), fonctions différentiables M — M,,(C).
@ Calcul différentiel : Q2. (A) construit & partir des dérivations de A.
Décomposition en deux blocs: Q°(M) @ Q2..(M,(C)).
@ Module: M =A, l'algébre elle-méme =» M@, Q7 (A) = Q0. (A).

1 : fonction constante égale a la matrice identité. =» a = lla dans M.

Va=V(la)=(V1)a+1®da=» V définie par VI =w € Q}..(A).

Courbure : V?(a) = (dw +w?)a.

Groupe de jauge : éléments inversibles U= ®(1) € A, (a) = Ua.
U:M — GL,(C) =>» symétrie locale =» théorie de jauge.

Action: V®(1) =wV = UwU ™" +UdU™".

1-forme de connexion :w ~A,, + ¢

2-forme de courbure : dw+w? ~F,,, + D, ¢+ P().

Lagrangien : £ =tr(F,,F*") +tr ((D,.¢)'D*¢) + V().

V(¢) a des configurations minimales pour des ¢, non nuls.

Report de ¢, dans (D,,¢) D" ¢ =» termes de masse pour les A,,.

=> Brisure spontanée de symétrie : ¢» dans la connexion, V(¢) déduit.
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.

0 L—>A—"LsT(TM) 0
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L = sections d’'un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L = sections d’'un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L =sections d’un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.
@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.

Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L =sections d’un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L =sections d’un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;

@ définir des connexions généralisées.
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Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—LsT(T™) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L =sections d’un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;

@ définir des connexions généralisées.

Tout fibré principal 7 : P— M définit un algébroide de Lie transitif (Atiyah).
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L——A—L>T(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L =sections d’un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut;:

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;

@ définir des connexions généralisées.

Tout fibré principal 7 : P— M définit un algébroide de Lie transitif (Atiyah).

A est l'espace des champs de vecteurs projetables sur I'(TM)
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 £—>A—Lsr(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L =sections d’un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;

@ définir des connexions généralisées.

Tout fibré principal 7 : P— M définit un algébroide de Lie transitif (Atiyah).

L est un sous espace des champs de vecteurs verticaux
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L =sections d’un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;

@ définir des connexions généralisées.

Tout fibré principal 7 : P— M définit un algébroide de Lie transitif (Atiyah).

=> Les connexions ordinaires sont incluses dans les connexions généralisées.
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Nouvelles théories de jauge

Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L = sections d’'un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;

@ définir des connexions généralisées.

Tout fibré principal 7 : P— M définit un algébroide de Lie transitif (Atiyah).
=> Les connexions ordinaires sont incluses dans les connexions généralisées.

=> Extension directe du cadre mathématique des fibrés principaux avec connexions.
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Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L = sections d’'un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;

@ définir des connexions généralisées.

Tout fibré principal 7 : P— M définit un algébroide de Lie transitif (Atiyah).
=> Les connexions ordinaires sont incluses dans les connexions généralisées.
=> Extension directe du cadre mathématique des fibrés principaux avec connexions.

Lagrangiens naturels de type Yang-Mills-Higgs =» brisure spontanée de symétrie.
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Les algébroides de Lie transitifs

Algébroide de Lie transitif : généralisation de l'algébre de Lie des champs de vecteurs.
0 L—>A—"LsT(TM) 0

@ [(TM) = champs de vecteurs sur M : structure géométrique.

@ L = sections d’'un fibré en algebres de Lie : structure algébrique.

@ A= algébre de Lie et module sur C*>°(M) : géométrie + algébre.
Avec un algébroide de Lie transitif on peut :

@ construire un calcul différentiel qui généralise celui de de Rham;

@ définir une théorie des représentations sur des fibrés vectoriels;

@ définir des connexions généralisées.

Tout fibré principal 7 : P— M définit un algébroide de Lie transitif (Atiyah).
=> Les connexions ordinaires sont incluses dans les connexions généralisées.
=> Extension directe du cadre mathématique des fibrés principaux avec connexions.

Lagrangiens naturels de type Yang-Mills-Higgs =» brisure spontanée de symétrie.

“y

Bonus : structures “a la BRST” dans le formalisme...
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Nouvelles théories de jauge

La substance des théories de jauge généralisées
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La substance des théories de jauge généralisées

Théorie de jauge locale généralisée = mélange de deux structures :
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La substance des théories de jauge généralisées

Théorie de jauge locale généralisée = mélange de deux structures :

@ Espace ordinaire =» notion de localité.
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La substance des théories de jauge généralisées
Théorie de jauge locale généralisée = mélange de deux structures :

@ Espace ordinaire =» notion de localité.

@ Espace “interne” de nature plus algébrique =» champs ¢.
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Nouvelles théories de jauge

La substance des théories de jauge généralisées

Théorie de jauge locale généralisée = mélange de deux structures :
@ Espace ordinaire =» notion de localité.
@ Espace “interne” de nature plus algébrique =» champs ¢.

Structure inclusion Structure projection Structure
.

globale géométrique

algébrique
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Nouvelles théories de jauge

La substance des théories de jauge généralisées

Théorie de jauge locale généralisée = mélange de deux structures :
@ Espace ordinaire =» notion de localité.
@ Espace “interne” de nature plus algébrique =» champs ¢.

Structure inclusion Structure projection Structure
.

globale géométrique

algébrique

connexion généralisée
v w~p+A, 1

¢ =~ champs scalaires A, =~ champs de Yang-Mills
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La substance des théories de jauge généralisées

Théorie de jauge locale généralisée = mélange de deux structures :
@ Espace ordinaire =» notion de localité.
@ Espace “interne” de nature plus algébrique =» champs ¢.

Structure inclusion Structure projection Structure
.

globale géométrique

algébrique

connexion généralisée
v w~p+A, 1

¢ =~ champs scalaires A, =~ champs de Yang-Mills

|—> Brisure spontanée de symétrie <—|
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Nouvelles théories de jauge

La substance des théories de jauge généralisées

Théorie de jauge locale généralisée = mélange de deux structures :
@ Espace ordinaire =» notion de localité.
@ Espace “interne” de nature plus algébrique =» champs ¢.

Structure inclusion Structure projection Structure
.

globale géométrique

algébrique

connexion généralisée
v w~p+A, 1

¢ =~ champs scalaires A, =~ champs de Yang-Mills

|—> Brisure spontanée de symétrie <—|

GNC et algébroides de Lie transitifs =» structure algébrique riche.
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Nouvelles théories de jauge

La substance des théories de jauge généralisées

Théorie de jauge locale généralisée = mélange de deux structures :
@ Espace ordinaire =» notion de localité.
@ Espace “interne” de nature plus algébrique =» champs ¢.

Structure inclusion Structure projection Structure
.

globale géométrique

algébrique

connexion généralisée
v w~p+A, 1

¢ =~ champs scalaires A, =~ champs de Yang-Mills

|—> Brisure spontanée de symétrie <—|

GNC et algébroides de Lie transitifs =» structure algébrique riche.

Fibré principal + connexion =» structure algébrique insuffisante.
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Conclusion

Conclusion
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Conclusion

Conclusion

@ Principe d’'une théorie de jauge locale :

o Symétrie globale promue en une symétrie locale.
o Couplage minimal des champs de jauge a des champs de matiére.
e Dynamique pour les champs de jauge.
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Conclusion

Conclusion

@ Principe d’'une théorie de jauge locale :

o Symétrie globale promue en une symétrie locale.
o Couplage minimal des champs de jauge a des champs de matiére.
e Dynamique pour les champs de jauge.

@ Les mathématiques des théories de jauge senrichissent.

o Géométrie des fibrés et de leurs connexions.
o Géomeétrie non commutative.
o Algébroides de Lie transitifs.

=> Forte interaction entre la physique et les mathématiques.
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Conclusion

Conclusion

@ Principe d'une théorie de jauge locale :

o Symétrie globale promue en une symétrie locale.
o Couplage minimal des champs de jauge a des champs de matiére.
e Dynamique pour les champs de jauge.

@ Les mathématiques des théories de jauge senrichissent.

o Géométrie des fibrés et de leurs connexions.
o Géométrie non commutative.
o Algébroides de Lie transitifs.

=> Forte interaction entre la physique et les mathématiques.
@ Toutes ces constructions suivent le méme motif :

Structure inclusion | Structure | Pprojection Structure
> —_ >

algébrique globale géomeétrique
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Quelques idées de lecture

P Serge Lazzarini et Thierry Masson.
Connections on Lie algebroids and on derivation-based non-commutative geometry.
J. Geom. Phys., 62 :387-402, 2012.

» Thierry Masson.
Gauge theories in noncommutative geometry.
In FFP11 Symposium Proceedings. AIP, 2012.

» Cédric Fournel, Serge Lazzarini, et Thierry Masson.
Formulation of gauge theories on transitive lie algebroids.
J. Geom. Phys., 64 :174-191, 2013.

» Cédric Fournel, Jordan Francois, Serge Lazzarini, et Thierry Masson.
Gauge invariant composite fields out of connections, with examples.
Int. J. Geom. Methods Mod. Phys., 11(1) :1450016, 2014.

» Jordan Frangois, Serge Lazzarini, et Thierry Masson.
Gauge field theories : various mathematical approaches.
In preparation, 02/2014.

Merci pour votre attention
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Reléevement horizontal et courbure
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Reléevement horizontal et courbure

Relévement horizontal d’'une courbe :
Une connexion permet de remonter tout chemin
dans M en un chemin horizontal dans P.
=> ~p a des vecteurs tangents tous horizontaux.

A
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Reléevement horizontal et courbure

Relévement horizontal d’'une courbe :
Une connexion permet de remonter tout chemin
dans M en un chemin horizontal dans P.
=> ~p a des vecteurs tangents tous horizontaux.

/\ Si~ est un chemin fermé, 4p n’est pas
nécessairement fermé.
Mais p et p’ sont (bien siir) dans la méme fibre.

A

37



Les théories de jauge, Séminaire d’intérét général CPT, 19 février 2014 Thierry Masson, CPT-Luminy

Reléevement horizontal et courbure

Relévement horizontal d’'une courbe :
Une connexion permet de remonter tout chemin
dans M en un chemin horizontal dans P.
=> ~p a des vecteurs tangents tous horizontaux.

/\ Si~ est un chemin fermé, 4p n’est pas
nécessairement fermé.
Mais p et p’ sont (bien siir) dans la méme fibre.

Version infinitésimale :

A
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Reléevement horizontal et courbure

Relévement horizontal d’'une courbe :
Une connexion permet de remonter tout chemin
dans M en un chemin horizontal dans P.
=> ~p a des vecteurs tangents tous horizontaux.

/\ Si~ est un chemin fermé, 4p n’est pas
nécessairement fermé.
Mais p et p’ sont (bien siir) dans la méme fibre.

Version infinitésimale :
7 est déterminé par deux vecteur X et Y.

A
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Reléevement horizontal et courbure

Relévement horizontal d’'une courbe :
Une connexion permet de remonter tout chemin
dans M en un chemin horizontal dans P.
=> ~p a des vecteurs tangents tous horizontaux.

/\ Si~ est un chemin fermé, 4p n’est pas
nécessairement fermé.
Mais p et p’ sont (bien siir) dans la méme fibre.

Version infinitésimale :
7 est déterminé par deux vecteur X et Y.
Le relevé ~p ne se ferme pas infinitésimalement.

A
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Reléevement horizontal et courbure

Relévement horizontal d’'une courbe :
Une connexion permet de remonter tout chemin
dans M en un chemin horizontal dans P.
=> ~p a des vecteurs tangents tous horizontaux.

/\ Si~ est un chemin fermé, 4p n’est pas
nécessairement fermé.
Mais p et p’ sont (bien siir) dans la méme fibre.

Version infinitésimale :

7 est déterminé par deux vecteur X et Y.

Le relevé ~p ne se ferme pas infinitésimalement.

=> |a différence est un vecteur vertical mesuré par la
courbure de la connexion.

A
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Reléevement horizontal et courbure

Relévement horizontal d’'une courbe :
Une connexion permet de remonter tout chemin
dans M en un chemin horizontal dans P.
=> ~p a des vecteurs tangents tous horizontaux.

/\ Si~ est un chemin fermé, 4p n’est pas
nécessairement fermé.
Mais p et p’ sont (bien siir) dans la méme fibre.

Version infinitésimale :

7 est déterminé par deux vecteur X et Y.

Le relevé ~p ne se ferme pas infinitésimalement.

=> |a différence est un vecteur vertical mesuré par la
courbure de la connexion.

=> F est l'objet F,,,, associé a la connexion A,.

A
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